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Entstehung von Magnetfeldern in bewegten Plasmen 
Von L. Biermann 


(Mit 2 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Es wird eine Übersicht gegeben über die Prozesse, welche für die Entstehung 
und die Aufrechthaltung kosmischer Magnetfelder von Bedeutung scheinen. 


Von den vielen Beziehungen der Astrophysik zur Physik der Plasmen ist im 
Augenblick eine der aktuellsten die Frage der Entstehung magnetischer Felder 
auf den Sternen und im interstellaren Raum. 

In den letzten Jahren sind von verschiedenen Autoren Auffassungen von 
neuem betont worden, nach welchen der Magnetismus als Fundamentaleigenschaft 
aller rotierenden Massen erscheint. Es ist daher wesentlich, wenn gezeigt werden 
kann, daß die aus der normalen kinetischen Gastheorie bekannten Diffusions- 
effekte in nicht-starr rotierenden ionisierten Gasmassen beträchtliche elektro- 
motorische Kräfte hervorrufen. Man versteht auf die Art sofort das Auftreten 
magnetischer Felder der Ordnung 1000 Gauß auf Sternen. Andererseits ist es 
aus Gründen der Physik der Höhenstrahlung neuerdings wahrscheinlich geworden, 
daß es Magnetfelder im interstellaren Raum gibt. Das Auftreten auch solcher 
Felder folgt fast zwangsläufig aus dem Bestehen der gleichen Effekte im Zusam- 
menhang mit Induktionswirkungen, die beide auf dem Bewegungszustand des 
interstellaren Gases beruhen. 

Die eingeprägte elektromotorische Kraft, welche für die kosmischen Magnet- 
felder verantwortlich gemacht werden soll, beruht letzten Endes auf der ver- 
schiedenen Masse der Elektronen und Ionen. Im hydrostatischen Gleichgewicht 
kompensiert im Mittel die durch den Druckgradienten hervorgerufene Beschleuni- 
gung die Schwerebeschleunigung und bewirkt bei stationärer Rotation die richtige 
Zentripetalbeschleunigung. Der Druckgradient ergibt nun auf Ionen und Elek- 
tronen im wesentlichen dieselbe Kraft und daher im reziproken Verhältnis der 
Massen verschiedene Beschleunigungen. Es ergibt sich so eine eingeprägte elek- 
tromotorische Kraft 


1D 


woN=N,=N, ist und der zweite Term den Einfluß der Thermodiffusion 
wiedergibt (Dr, D,, [em? sek"!]). Vernachlässigt man die Elektronenmasse gegen 
die der Ionen und den 2. Term gegen den 1., so läßt sich auch schreiben 


e& = —— Vp,) 
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(® Gravitationspotential, dv/dt substantielle hydrodynamische Beschleunigung, 
p, Partialdruck der Ionen, o Dichte). 
Die Bedingung dafür, daß diese elektromotorische Kraft Magnetfelder hervor- 
ruft, ist in jedem Fall 
rot © + 0. 


Der wirbelfreie Anteil von €¢ ist nämlich durch eine geeignete Verteilung von 
Raumladungen kompensierbar. Man kann leicht überlegen, daß sich diese Raum- 
ladungen auch tatsächlich einstellen. Es gilt 


— rot e = m, (rot — + [v= Vp, |). 


Wir fragen als erstes, unter welchen Bedingungen sich ein stationärer Zustand 
einstellen kann. Dies verlangt nach der Theorie der Einschaltvorgänge eine 
Zeitskala der Ordnung 

o L? 


i= = (195) 1017 [sek], 


wo L [cm] die Größenordnung der betrachteten Dimensionen und o die elektrische 
Leitfähigkeit (el. st., [sek~*]) ist. In der Sonne ist es also sinnvoll, als erste ungenaue 
Näherung eine stationäre Lösung der Maxwellschen Gleichungen zu unter- 
suchen. Im interstellaren Medium muß man offensichtlich gerade den Einschalt- 
vorgang betrachten. 

Für die Sonne wollen wir zunächst annehmen, daß die Zentripetalbeschleuni- 
gung der Rotation gegenüber allen übrigen substantiellen Beschleunigungen über- 
wiegt. Dann wird nach einem Satz von Bjerknes, wenn v die lineare Rotations- 
geschwindigkeit ist, 


rot yP |= Ir ro = = i ek-?] 
und daher der wirbelnde Anteil von €¢ 
do* vr 2 


wo der * auf den Wirbelanteil hindeuten soll und 7 der Achsenabstand ist. Es 
läßt sich leicht zeigen, daß die Forderung rot ©¢ + 0 auf 


= +0 (Zylinderkoordinaten) 


hinausläuft. 
Aus der 1. Maxwellschen Gleichung folgt dann 


= 
4,20 


und 


Hw (vt) 10: Gauß. 


Es zeigt sich also, daß wirbelnde Anteile der Zentripetalbeschleunigung von 
der Ordnung 105 g im stationären Fall magnetische Feldstärken der Ordnung 
1000 Gauß zwangsläufig hervorrufen. Ferner gibt es keinen Grund, aus dem das 
wirkliche Rotationsgesetz der Himmelskörper vom Typ öv/öz = 0 sein sollte. 
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Wenn die Frage der Existenz und die Größenordnung der auf der Sonne und 
den Sternen beobachteten Magnetfelder keine Schwierigkeiten bereitet, so fiihrt 
die Frage nach ihrer geometrischen Gestalt auf schwierigere Probleme. Ein rasch 
rotierender Kern eines Sterns z. B. fiihrt auf die Achse umschlieBende magnetische 
Feldlinien, die nördlich der Aquatorebene entgegengesetzte Richtung besitzen 
wie südlich derselben (s. Abb). Derartige Modelle sind auch quantitativ durch- 
gerechnet worden. Auch Systeme von magnetischen Feldlinien der von Bjerknes 
für die Sonne postulierten Art (s. Abb.) lassen sich qualitativ verstehen und der 
Transport zur Oberfläche dürfte durch Induktionseffekte erfolgen, wie sie von 
Cowling und von Alfvén diskutiert wurden. Da wir diese gleich am ‚Beispiel 
des interstellaren Mediums betrachten werden, brauchen wir hier nicht darauf 
einzugehen. Obwohl die hierdurch skizzierte Theorie der Magnetfelder auf Sternen 


3 


Abb. 1. Magnetische Feldlinien bei nicht- Abb. 2. Wirbelschlauchpaare nach Bjerk- 
starrer Rotation nes (Schnitt durch die Sonnenachse). Die 
magnetischen Feldlinien sind innerhalb 
jedes einzelnen der 4 Wirbelschläuche 

verlaufend zu denken 


erst in den Ansätzen vorliegt, deutet doch nichts darauf hin, daß die normale 
Theorie der Elektrizität nicht ausreicht. Die Schwierigkeiten dürften im Moment 
eher in der Lösung der hydrodynamischen Probleme bestehen. Es besteht also 
von der Seite der Astrnphysik her jedenfalls kein Anlaß, ein neues Fundamental- 
gesetz als Erklärung der Magnetfelder auf Himmelskörpern zu postulieren. 


Ich bitte mir nun eine kurze Abschweifung in die Theorie der Ultrastrahlung 
zu erlauben. Die Beobachtungen zeigen, daß die Ultrastrahlung in sehr guter 
Näherung isotrop ist und daß ihre Energiedichte etwa gleich ist der Energie- 
dichte des Sternlichts in unserer Umgebung. Falls der Weltraum für die Ultra- 
strahlungsteilchen durchsichtig ist, erklärt sich die Isotropie aus der im großen 
gleichförmigen Verteilung der extragalaktischen Nebel. Dann aber müßten diese 
Nebel ein hohes Vielfaches ihrer sichtbaren Strahlung in Form von Ultrastrahlung 
emittieren. Dies ist thermodynamisch sehr unplausibel, obwohl der Einfluß der 
Rotverschiebung nicht ganz einfach zu übersehen ist. Wenn andererseits der 
interstellare Raum für Ultrastrahlungsteilchen undurchsichtig ist, so ist die Iso- 
tropie leicht erklärbar und man kann abschätzen, daß auch viel weniger Ultra- 
strahlung ständig nachgeliefert werden muß, wenn der gegenwärtige Zustand 
stationär sein soll. Über die Gestalt dieser Felder gehen die Meinungen noch ziem- 
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lich auseinander. Das Bild, welches ich nun entwickeln möchte, entspricht im 
Ergebnis ungefähr dem von Fermi vor einem Jahr postulierten. 

Wir kehren nun zur Theorie der kosmischen Magnetfelder zurück und betrachten 
jetzt Zeiträume, welche kurz sind gegen die Abklingzeit o L*/c?. Im interstellaren 
Raum gilt dies für praktisch alle interessierenden Vorgänge. Das Induktionsgesetz 
läßt sich nun so schreiben 


c rot © = DH [GauB/sek], 


wo DSH die Änderung des magnetischen Flusses von $ durch eine mitbewegte 
Fläche ist. Wegen der Kürze der Zeitskala spielen die Jouleschen Verluste keine 
Rolle; aus diesem Grunde erscheint die Leitfähigkeit nicht in der Gleichung. 

Der Bewegungszustand des interstellaren Gases ist im großen turbulent, wie 
die Beobachtungen an den interstellaren Absorptionslinien zeigen. Wir dürfen 
das Beschleunigungsfeld daher als zu wesentlichen Teilen wirbelnd ansehen. Be- 
zeichnen wir die zur Länge LZ gehörende Turbulenzgeschwindigkeit durch vz, 
so folgt größenordnungsmäßig 


Rechnet man mit Z = 10%cm (10 Lichtjahre), vz = 10% cm/sek (10 km/sek), 
so folgt für 10fache Protonenmasse 
Gauß 
oder in 101? sek (turbulenztheoretische Zeitskala vz/L) 10”! Gauß. Die Tem- 
peraturunterschiede geben elektromotorische Kräfte ähnlicher Größenordnung. 

Wir verstehen also jetzt, wie magnetische Feldlinien im turbulenten inter- 
stellaren Gas entstehen. Nun erhebt sich die weitere Frage, wie die Magnetfelder 
eine solche Stärke erreichen, daß sie die Ausbreitung der Ultrastrahlung beein- 
flussen. Ich möchte zeigen, wie die Induktionseffekte dies bewirken, die wir 
jetzt diskutieren wollen. 

Als durchsichtiges Modell wollen wir uns ein ringförmiges Bündel magnetischer 
Kraftlinien vorstellen und wir fragen, wie die Turbulenz des interstellaren Mediums 
darauf wirkt. Hierzu wollen wir jetzt von der Wirkung der eingeprägten elektro- 
motorischen Kräfte absehen, um die Wirkung der Induktionseffekte allein zu 
studieren. Nun bedeutet DO = 0, daß die magnetischen Kraftlinien gewißer- 
maßen in der Materie festhängen, der durch jeden bewegten materiellen Quer- 
schnitt fließende magnetische Kraftfluß wird durch die Bewegung des inter- 
stellaren Mediums nicht geändert. 

Man sieht jetzt leicht, daß die turbulente Bewegung jeden derartigen magneti- 
schen Ring im Durchschnitt auseinander zieht, im Mittel wird die Entfernung 
zweier beliebiger materieller Querschnitte ständig vergrößert. Es wird dabei 
Arbeit gegen den magnetischen Zug längs $ geleistet, d. h. Turbulenzenergie in 
magnetische Energie überführt. Dies Anwachsen der magnetischen Energiedichte 
geht, wie zuerst Batchelor bemerkt hat, exponentiell mit der Zeit vor sich, da 
in jedem Zeitintervall vz/L ein fester Faktor hinzukommt. Die Grenze dieses Vor- 
gangs ist erreicht, wenn die magnetische Energiedichte die Größenordnung der 
turbulenten Energiedichte erreicht, weil dann die Rückwirkung des Magnetfeldes 
auf den Bewegungszustand nicht mehr vernachlässigt werden kann. Die so er- 
reichte magnetische Energiedichte ist von der Ordnung 10 bis 10% GauB. 
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Diese Vorgiinge, welche ich eben nur qualitativ behandeln konnte, sind auch 
analytisch bereits weitgehend durchdiskutiert worden in Cambridge (von Batche- 
lor!)) und von uns in Göttingen, nachdem Alfvén und Fermi die ersten Ansätze 
gegeben hatten. Ein wichtiges, noch nicht vollständig geléstes Problem, auf das 
ich hier aber nicht mehr eingehen kann, besteht in der Betrachtung der ver- 
schiedenen Stufen der Turbulenz und der Wirkung der Magnetfelder auf ihr 
Spektrum. Unsere Beiträge hierzu werden in der Z. f. Naturforschung erscheinen 2). 
Batchelors Untersuchung unterscheidet sich ebenso wie die ersten Ansätze von 
Alfven und Fermi von den unseren dadurch, daß die primäre Erzeugung der 
magnetischen Feldlinien nicht betrachtet wurde. 

Das Gesamtbild, welches die vorgeführten Überlegungen wahrscheinlich machen, 
ist demnach etwa folgendes. Die differentielle Rotation der Milchstraße führt 
auf Turbulenz, welche über die beschriebenen Diffusionseffekte schwache primäre 
Magnetfelder im interstellaren Medium hervorruft. Durch das Auseinander- 
ziehen und Verwickeln der magnetischen Feldlinien geht nun kinetische Energie 
der Turbulenz in magnetische Energie über, bis beide Energiedichten größen- 
ordnungsmäßig gleich werden. Dies ist zugleich die Grenze, bis zu der die Energie- 
dichte der Ultrastrahlung ansteigen kann. Hieraus erklärt sich die beobachtete 
ungefähre Gleichheit der Energiedichten. 

1) G.K. Batchelor, Proc. Roy. Soc. London A 201, 405 (1950). 

2) L. Biermann (Anhang von A. Schlüter), Z. Naturforsch. 5a, 65 (1950); 
A. Schlüter, Dynamik des Plasmas I, II. Z. Naturforschg. 5a, 72 (1950); 6a, 73 


(1951); A.Schlüter u. L. Biermann, Interstellare Magnetfelder, Z. Naturforschg. 
5a, 237 (1950). 


Göttingen, Max-Planck-Institut für Physik. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. April 1952.) 
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Der Zusammenhang der Schwingungsformen eines Plasmas*) 


Von Arnulf Schlüter 
(Mit 2 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Es wird gezeigt, daß eine makroskopische Beschreibung eines Plasmas zu 
einer Dispersionsgleichung führt, die die Plasmaschwingungen, die Elektronen- 
und Ionenschwingungen sowie die magneto-hydrodynamische Wellen als Son- 
derfälle mit beschreibt. 


1. Die Tatsache, daß in einem ionisierten Gas Schwingungen besonderer Art — 
die sogen. „‚Plasmaschwingungen‘‘ — möglich sind, hat wesentlich dazu beigetragen, 
ein solches Gas als eine Art 4. Aggregatzustand der Materie, den Plasmazustand, 
anzusehen. 

Außer den von Langmuir!) entdeckten Plasmaschwingungen ist im Plasma 
in einem gewissen Frequenzbereich auch die Fortpflanzung gewöhnlicher elektro- 
magnetischer Wellen möglich. Ferner gibt es longitudinale Druckwellen — also 
Schall. Befindet sich das Plasma in einem (hinreichend homogenen) Magnetfeld, 
können darüber hinaus Larmorschwingungen der Elektronen und Ionen um die 
magnetischen Feldlinien herum und bei niedrigen Frequenzen die von Alfven?) 
entdeckten und von ihm ‚‚magneto-hydrodynamisch“ genannten Wellen auf- 
treten. 

Es soll nun hier gezeigt werden, daß alle diese Schwingungsformen verhältnis- 
mäßig einfach zusammenhängen und direkt aus einer makroskopisch-hydrodyna- 
mischen Betrachtungsweise folgen. 

2. Für die Herleitung der Schwingungsformen ohne äußeres Magnetfeld 
brauchen wir nur die Diffusionsgleichung 


47 {(2/@t) + y = € (1) 
und die Maxwellsche Gleichung fiir eine durch j erzwungene Welle: 
AE — ce? grad div = 4. j/ät + (2) 


Die erste Gleichung besagt, daß das elektrische Feld die Trägheit und den Rei- 
bungswiderstand gegen den Strom zu überwinden hat. Die Trägheitswirkung 
wird durch den Koeffizienten w, [sec”!] (,,Plasmafrequenz‘‘) repräsentiert, der 
definiert ist durch mw, = 4ne?o/m,m, ~ 42 N, e?/m,; während die Reibung von 


*) Auf der Plasmatagung der Deutschen Akademie der Wissenschaften (Jan. 1950) 
vorgetragen. Im März 1950 zum Druck eingereicht bei der Redaktion der „Forschun- 
gen und Fortschritte.“ 

1) J. Langmuir, Proc. nat. Acad. Amer. 14, 627 (1928). 

2) H. Alfvén, Ark. Mat. Astr. och Fysik 29 B, Nr. 2 (1942). 
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der mittleren Frequenz der „auslöschenden‘ Stöße y [sec] abhängt, die mit der 
Leitfähigkeit o [sec”!] zusammenhängt, gemäß y = w,/40. 

Wir nehmen nun an, daß die Amplitude der zu betrachtenden periodischen 
Vorgänge so klein ist, daß keine erheblichen Änderungen der Koeffizienten w, 
und y auftreten. Indem wir den periodischen Ansatz 


j = i, exp {i w (t— (nr)/e)}; E entsprechend (3) 
einführen (wobei j, eine komplexe Konstante darstellt und der Realteil der rechten 
Seite gemeint ist), wird aus (1) und (2) 

(la) 

o(1—n2)&, + n(n = 427 (2a) 

Aus der ersten Gleichung folgt nun, daß j, || €. Das ist mit der zweiten Gleichung 
nur dann verträglich, wenn entweder auch n || ©, oder wenn (n ©) = 0, d. h. wenn 


n | 


Es gibt also genau zwei Gruppen von Lösungen 


1. n || G,, d.h. rot € = 0; n? beliebig 


o(w—iy)=o, (4) 
2.n | &, d.h. div E=0 
1—n? = (w—iy). (5) 


Die longitudinalen Wellen sind die bekannten Langmuirschen Plasmaschwin- 
gungen. Sie sind dadurch ausgezeichnet, daß für sie der wahre Strom (j) gerade 
durch den Verschiebungsstrom (— (1/42) (€@/ét)) kompensiert wird. Gl. (5) 
ist die bekannte Ecclessche Beziehung fiir den Berechnungsindex eines ionisierten 
Gases. 

Es sollen hier nun nicht diese Schwingungsformen im einzelnen diskutiert 
werden, sondern nur darauf hingewiesen werden, daß die Plasmaschwingungen 
und die normalen transversalen elektromagnetischen Wellen in engem Zusammen- 
hang stehen — die Plasmaschwingungen sind gewissermaßen entartete longitu- 
dinale Wellen. Es ist daher auch kein Zufall, daß für beide Lösungsgruppen die 
Piasmafrequenz w, eine ausgezeichnete Rolle spielt und ferner beide Lösungen 
für n —0 ineinander übergehen. 

3. Befindet sich das Plasma in einem äußeren Magnetfeld ($,), treten erheblich 
verwickeltere Zusammenhänge auf. Der mit einer Welle verbundene Strom j führt 
über die Lorentzkraft [j $,] zu einer Beschleunigung des Plasmas, d. h. zu einem d. 

Das hat zwei Wirkungen auf den Diffusionsprozeß. Einmal tritt » wegen der 
verschiedenen Trägheit der Ionen und Elektronen direkt als ‚‚eingeprägte‘“ Feld- 
stärke auf und zum andern wird das elektrische Feld, das ja von einem mit dem 
Plasma mitbewegten Beobachter aus zu messen ist, um den Betrag (1/c) [v $] 
vergrößert. Wir haben also die Gleichungen: 


od = (1/e) [i Bo] (6) 
(4 2/05) (&j/dt + j) = E + [(v/c), Ho] — (m;—m,) d/e (7) 


zu lösen. Dabei haben wir schon die substantiellen Ableitungen durch lokale er- 
setzt und Druckglieder fortgelassen. 
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Wir wollen nun nicht die allgemeinsten periodischen Lösungen dieser Glei- 
chungen suchen, sondern uns auf einen Spezialfall beschränken, nämlich die Aus- 
breitung transversaler Wellen längs des äußeren Feldes Do- 


Wir machen für j, € und » wieder den periodischen Ansatz (3) mit n || Do. 
Wir deuten den Ansatz jetzt aber etwas anders, indem wir die Ebene | § mit 
der komplexen Ebene identifizieren, so daß (3) einer zirkular polarisierten Welle 


Wp}, 


= 
= 


Abb. 1. Brechungsindex eines Plasmas. Die unmittelbare Umgebung von n= 1 ist 
nicht abgebildet 


entspricht. Das Vorzeichen sei so bestimmt, daß w > 0 dem Drehsinn entspricht, 
in dem die Elektronen die Feldlinien umlaufen. 
Mit diesem Ansatz erhalten wir nun für den Brechungsindex 
1—n? = w3/(o*— —iy)—uoh) (8) 
mit 
= eH (m,— m,)/m,m,c e H/m,c 
und 
u=Mm, m (m, — m,)* m,/m,. 

In der Abb. 1 ist groBe Mannigfaltigkeit von Schwingungsformen angedeutet, 

die aus der relativ einfachen Formel (8) fiir y = 0 folgt. Abb. 2 soll dazu den 
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Schlüssel darstellen. Für |» | > wg und für |w | < u. og sind Wellen mit beiden 
Polarisationsrichtungen in gleicher Weise möglich, d. h. es tritt keine Doppel- 


brechung auf. Im ersten Falle haben wir 
dienormalen elektromagnetischen Wellen, 
die für |w |—w, in die Plasmaschwin- 
gungen übergehen, während im entgegen- 
gesetzten Grenzfalle die von Alfven ent- 
deckten „‚magneto-hydrodynamischen“ 
Wellen vorliegen, bei denen n?= 
1+ w}/u wy ist, d. h. daß ihre Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit nicht mehr 
von der Frequenz, sondern nur von der 
Massendichte und dem Magnetfeld ab- 
hängt. Zwischen diesen beiden Grenz- 
fällen liegen die Larmorfrequenzen der 
Elektronen und Ionen, die sich ähnlich 
wie Oszillatoreigenfrequenzen verhalten. 
Es zeigt sich auch hier, daB alle diese 
Schwingungsméglichkeiten aus der 
makroskopischen Betrachtungsweise 
folgen. 
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Abb. 2 
Erläuterung zu Abb. 1 


Géttingen, Max-Planck-Institut fiir Physik. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. April 1952). 
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Plasma im Magnetfeld*) 
Von Arnulf Schliiter 
(Mit 4 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Der Zusammenhang zwischen einer mikroskopischen Beschreibung des Ver- 
haltens eines Plasmas in einem Magnetfeld, bei der die Bahnen der einzelnen 
geladenen Teilchen verfolgt werden, und einer makroskopischen Beschreibung 
durch die Impulsbilanz der Teilchensorten wird an Hand verschiedener ,,Para- 
doxien“, die bei der mikroskopischen Betrachtung auftreten, diskutiert. 

Es wird eine besonders zweckmäßige Definition der Leitfähigkeit im Ma- 
gnetfeld angegeben. 


1. Die Frage nach den stationären Zuständen eines Plasmas in einem Magnet- ' 


feld spielt besonders in Anwesenheit eines elektrischen Feldes bei vielen astro- 
physikalischen und theoretischen Phänomenen eine Rolle. Es sei vor allem etwa 
an die Vorgänge bei der Entstehung von Sonnenflecken und an die Theorie inter- 
stellarer Magnetfelder einerseits, an das Problem des Eigenfeldeinflusses bei Gas- 
entladungen andererseits erinnert. 

In der üblichen Betrachtungsweise rechnet man mit einer beträchtlichen Ver- 
minderung der Leitfähigkeit durch ein hinreichend starkes magnetisches Quer- 
feld, und zwar um das Verhältnis (wg/y)*, wobei wy = e H/m,c die Larmor- 
frequenz der Elektronen und y ihre Stoßfrequenz bedeutet. Es soll im folgenden 
gezeigt werden, daß die Verhältnisse erheblich schwieriger liegen, denn ein elek- 
trischer Strom kann stationär quer zu einem Magnetfeld nur in einem Druck- 
gefälle fließen ; ein Druckgefälle führt nun seinerseits wieder zu Diffusionsprozessen, 
d.h. trägt zum Strome bei. Gleichzeitig muß noch mit dem spontanen Auftreten 
von Raumladungen gerechnet werden. Die Bilanz aller dieser Effekte läßt sich 
nun am einfachsten so darstellen, daß man sagt, die Leitfähigkeit hängt gar nicht 
vom Magnetfeld ab, und dafür eine ‚„eingeprägte‘‘ Feldstärke mit in Rechnung 
setzt, in die ebenfalls das Magnetfeld nicht explizit eingeht. 

Wir werden dies im folgenden begründen, in dem wir zunächst die Bewegung 
eines freien Elektrons, dann die eines Gases freier Elektronen, weiter das Verhalten 
eines reinen Plasmas und schließlich das eines Plasmas mit Neutralgas betrachten. 
Schließlich sollen die theoretischen Aussagen mit dem Experiment an dem ver- 
hältnismäßig durchsichtigen Fall einer Starkstrom-Glimmentladung verglichen 
werden. 


*) Auf der Plasmatagung der Deutschen Akademie der Wissenschaften (Jan. 1950) 
vorgetragen. Im März 1950 zum Druck eingereicht bei der Redaktion der ,,Forschun- 
gen und Fortschritte.“ 
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2. Die Bewegungsgleichung eines Elektrons in einem simultanen elektrischen 
und magnetischen Felde lautet bekanntlich: 


€™=E+ (1) 


wobei &” die von einem mit dem Elektron mitbewegten Beobachter gemessene 
elektrische Feldstärke ist. Wenn & = 0 und § homogen ist, ergibt sich daraus 
sofort die Lösung, daß die Elektronen die magnetischen Feldlinien mit der oben 
definierten Larmorfrequenz my umlaufen. Eine konstante Komponente längs 
der Feldlinien und der Radius des Kreises bleiben dabei willkürlich. 

Auch in anderen Fällen lassen sich auf Grund der Gl. (1) einfache Aussagen 
über die Elektronenbahnen machen. Für das folgende sind vor allem zwei Sonder- 
fälle wichtig. 

a) © und © seien senkrecht zueinander und |E|<|$ |. Man überzeugt 
sich leicht, daß ein Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit 


= € [E, 91/9? (2) 


senkrecht zu & und $ bewegt, kein elektrisches Feld mehr wahrnimmt. Für einen 
solchen Beobachter liegt also der oben betrachtete Fall eines bloßen homogenen 
Magnetfeldes vor, und von ihm aus gesehen besteht die Bewegung wieder nur in 
den Larmorkreisen bzw. -Spiralen um die Feldlinien herum. Von einem ruhenden 
Beobachter aus setzt sich die Bahn also aus der für alle Elektronen gleichen Ge- 
schwindigkeit 5 [GI]. (2)], einer willkürlichen Geschwindigkeit parallel zu 9 und 
den Larmorkreisen zusammen. Es tritt also insbesondere im Mittel keine Be- 
wegung parallel zu € ein. 

Für den hier nicht interessierenden Fall |E|Z | | müßte man natürlich 
streng relativistisch rechnen. 

b) Es sei © = 0 und § inhomogen. Der Feldlinienverlauf von $ entspreche 
etwa dem der Abb. 1. Ein Elektron, das sich auf seiner Bahn um die Feldlinien 
herum z. B. auf dem Kurvenstück AB be- 
findet, erfährt dann wegen der Bündelung 
der Feldlinien und des Gliedes [v, 9] nicht 
nur eine radiale Beschleunigung, sondern 
zusätzlich eine Kraft, die es aus dem Bereich 
hoher magnetischer Feldstärke (d. h. dichter 
Kraftlinien) hinauszudrängen versucht. A 8 
Oder anders betrachtet: Das die Feldlinien 
umkreisende Elektron stellt einen magne- 
tischen Dipol dar, der stets so orientiert ist, 
daß eine Kraft, die grad $* entgegengerichtet 
ist, resultiert. Nach Alfvén?) kann man in Abb. 1. Lorentzkraft auf ein Elektron 
guter Näherung die über die Larmorumläufe in einem schwach inhomogenen 
gemittelte Bewegung geladener freier Teil- Magnetfeld 
chen in einem nicht zu inhomogenen 
Magnetfeld allgemein durch die von Dipolen ersetzen, die sich längs der Feld- 
linien so bewegen, wie es der Kraft des inhomogenen Magnetfeldes auf den Dipol 
entspricht. 


1) H. Alfvén, Ark. Mat. Astr. och Fysik 27A, Nr. 22 (1940). 
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3. Für ein Gas aus freien Elektronen gilt, wie aus der kinetischen Gastheorie 
sofort folgt, die Bewegungsgleichung 


0, (dv/dt) = —N, e — grad p, 
Em = E + (je), 9] @) 


(0, = Nm, [g cm~*] = Massendichte, d/dt = substantielle Differentiation, 
b = hydrodynamische Geschwindigkeit = Mittel über die Molekulargeschwindig- 
keiten, N, [em] = Zahldichte, p, = 
Elektronendruck). Die einzige Ver- 
nachlässigung, die wir vorgenommen 
haben, besteht darin, daß wir nur mit 
einem rein hydrostatischen Druck rech- 
nen. Das bedeutet insbesondere, daß wir 
von der inneren Reibung des Elek- 
tronengases absehen. 
Obgleich nun die Gl. (3) nur der 
J Ausdruck der Gültigkeit des Impuls- 
Abb. 2a. Magnetfeld senkrecht zur satzes ist, führen scheinbare Wider- 
Zeichenebene sprüche zwischen Folgerungen, die man 
aus den Gln. (3) und (1) ziehen würde, 
zu Paradoxien. Ihre Auflösung ist zum Teil in der Literatur schon lange bekannt, 
trotzdem findet man häufig erhebliche Irrtümer. Wir diskutieren im folgenden 
drei Spezialfälle. 
a) Das Elektronengas befinde sich mit konstanter Dichte in einem Kasten in 
einem homogenen Magnetfeld. Wegen grad p, = €=0 ist dann » =0 eine 
Lösung von (3), d. h. an 
6) dem makroskopischen Zu- 
stande des Elektronengases 
ist die Anwesenheit eines 
Magnetfeldes nicht zu be- 
merken, obwohl im mikro- 
skopischen Bilde alle Elek- 
tronen die Feldlinien im 


. gleichen Sinne (und mit 
der gleichen Winkelge- 
schwindigkeit) umlaufen. 

(QO Danach wiirde man ein 
Cc 


6 


resultierendes Drehmoment 
und magnetisches Moment 
des Elektronengases er- 


Magnetfeld senkrech wo = warten. N. Bohr hat in 
gnetfeld senkrecht zur Zeichenebene, elektrisches sei Doktordi ston 
Feld nach oben (Ladung der Elektronen negativ!) pony 


berücksichtigung der Rand- 
elektronen aufgelöst), die per Saldo im entgegengesetzten Sinne umlaufen (siehe 


Abb. 2), und wegen der größeren umlaufenen Fläche das Drehmoment der inneren 
Elektronen vollständig kompensieren. 


*) Vgl. hierzu auch R. Rompe u. Steenbeck, Erg. ex. Naturwiss. 18, 257 (1939). 
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b) In dem Kasten des Falles a) sei senkrecht zum magnetischen Felde noch ein 
elektrisches vorhanden — wir nehmen an |€|< |$ |, obwohl dies eigentlich 
nicht erforderlich ist. Die Behauptung der Gl. (3) ist dann, daß unabhängig vom 
Magnetfeld 9 ein stationärer Zustand mit » überall = 0 eintritt, sobald sich eine 
„barometrische‘‘ Dichteverteilung eingestellt hat, gemäß 


(1/N,) grad p, = —e€. 


Wenn man von den gegenseitigen StéBen der Elektronen absieht, folgt aus der 
Bewegungsgleichung der einzelnen Elektronen, daß sie sich alle mit der gleichen 
mittleren Geschwindigkeit 5 [Gl. (2)] bewegen. Trotzdem soll die mittlere Ge- 
schwindigkeit an jedem Ort bei der 

angegebenen Dichteverteilung ver- Elektronendichte in Einheiten 10" cm? 
schwinden. Cowling®) hat diesen 
scheinbaren Widerspruch aufgelöst: 
Wenn man einen beliebigen Punkt 
(Abb. 3, Punkt C) ins Auge faßt, so ist 
zwar die mittlere Geschwindigkeit 
eines jeden Elektrons gleich 5 (mit 
Ausnahme derer, die die im Falle a) 
betrachteten Randbahnen durch- 
laufen), die momentane mittlere Ge- 
schwindigkeit aller Elektronen an 
diesem Orte ist davon aber verschie- 
den, da man wegen der Dichte- 
zunahme nach unten (in der Orien- N 
tierung der Abb. 3) an diesem Punkte 123456783901 
mehr obere Teile von Elektronen- cm 
bahnen hat, die im Zeitmittel unter Abb.3. Elektronendichte in einer Glimment- 


diesem Punkte verlaufen, als untere ladung. Theoretische Werte (u = 0,4;0,6;0,93). 
Teile höherer Bahnen. In den oberen Experimentelle Werte (O 20 A; @ 40 A; 
‘ x 80A). Die Ordinaten der Kurve für 40 


Teilen ist die Bewegung (zum min- bzw. 80 A (u = 0,6 bzw. 0.93) sind mit 2 bzw. 


2 


desten fiir einen Teil der Elektronen) 4 multipliziert zu denken 
der Richtung von d entgegengesetzt, 
so daß — wie eine Durchrechnung ergibt — tatsächlich bei der angegebenen 


Dichteverteilung wegen der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung (der 
eine Verteilung über die Radien der Larmorkreise entspricht) die mittlere 
momentane Geschwindigkeit der Elektronen überall verschwindet. 

c) Man würde nach der Diskussion im Abschnitt 2b) erwarten, daß in der ma- 
kroskopischen Bewegungsgleichung ein Glied auftritt, das die Kraft repräsentiert, 
mit der die Elektronen aus dem Bereich hoher magnetischer Feldstärke hinaus- 
gedrängt werden — etwa so, daß zum Gasdruck grad p, der ‚magnetische‘ Druck 
grad §? hinzutritt. Es ist dies in der Tat des öfteren behauptet worden. 

Wir diskutieren dies für den Fall, daß nur ein Mangetfeld — etwa das der 
Abb. 1 — vorhanden ist. Aus der Gl. (3) folgt dann die Behauptung, daß der 
stationäre Fall bei überall gleicher Temperatur und mit » = 0 bei homogener 
Dichteverteilung p, = const vorliegt. Da sich bei mikroskopischer Betrach- 
tungsweise die Elektronen im wesentlichen nur längs der Feldlinien bewegen 


3) T. G. Cowling, Monthly Notices Roy. Astr. Soc. 92, 407 (1932). 


| 
| 
ndig- 
Ver- 
men 
mit 
rech- 
3 wir 
jlek- 
der 
puls- 
ider- 
man 
irde, 
nnt, 
aden 
nm in 
eine 
‚an 
Zu- 
ases 
ines 3 
be- 
kro- 
lek- 
im 

mit 

Ige- 
fen. 
ein 
rent 
ent 
er- 
‚in 
tion 
Mit- 
nd- = 
ehe 
ren 
39). 


426 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 10. 1952 


können, würde ohne die „Dipol“-Kraft eine Verdichtung der Elektronen dort 
eintreten, wo die Feldlinien dichter verlaufen, d. h. dort, wo die Feldstärke größer 
ist. Die ‚„‚Dipol“-Kraft sorgt aber gerade dafür, daß längs der Feldlinien gerechnet 
die Elektronendichte dort geringer wird, so daß die wahre räumliche Dichte gerade 
konstant bleibt. 

3. An den Beispielen des vorangehenden Abschnittes haben wir gesehen, daß 
die makroskopisch-hydrodynamische Betrachtungsweise auf direktem Wege zu 
den Aussagen führt, die man auch aus dem mikroskopischen Bilde der Bewegung 
einzelner Elektronen gewinnt, wenn man die zahlreichen Fallstricke zu vermeiden 
weiß, die daraus entstehen, daß man stets die Mittel über die Bahnen des gesamten 
Elektronen-Ensembles betrachten muß. 

Wir werden im folgenden nur die makroskopische Impulsbilanz betrachten, 
ohne uns um die wahren Bahnen der einzelnen Teilchen zu kümmern. Das ist 
natürlich nicht mehr zulässig, sobald wesentliche Effekte auf einer Länge auf- 
treten, die klein gegen die mittlere freie Weglänge der betrachteten Teilchen ist — 
insbesondere also etwa in der unmittelbaren Nähe einer Wand oder einer Elektrode. 

44). Als Impulsbilanz eines Gemisches aus Elektronen und einfach geladenen 
Ionen setzen wir nun analog zu (3) an: 


Oc (dv ‚/dt) + N, N, Nie (v, v,) N, e (E [(v,/c), — grad Pe 

0, (dv,/dt) + N,N, «,, (v;—v,) = N,e(E + [(v,/c), — grad p,. (4) 
Als wesentliche Erweiterung haben wir noch ein lineares Reibungsglied zwischen 
Elektronen und Ionen hinzugefügt. Dabei ist der Koeffizient x,, so normiert, daß 
er von den Dichten unabhängig wird, soweit nur Zweierstöße für den Impulsaus- 


tausch in Frage kommen. Mit der mittleren Häufigkeit y [sec”!] ,,ausléschender“ 
Stöße zwischen Elektronen und Ionen ist er verknüpft gemäß 


+ 0.) 
Von den äußeren Feldern ist die Stoßzahl und damit «,, in guter Näherung un- 
abhängig. 

Wenn man nun noch Quasineutralität voraussetzt, d.h. VN; =N,=N, 
setzt (p fiir ,,Plasma“) — das besagt noch nicht, daß man keine Raumladungen 
zuläßt — und die Schwerpunkts- oder Massengeschwindigkeit » (ohne Index), 
und die Stromdichte j = e, N (v,— v,) einführt, erhält man das folgende System: 


o(dv/dt) = (1/c) [j, 9] — grad p (5a) 
(m, m./&;.) (d(j/o)/dt) + j = E"™— (e Oy €) Li, 9] (5b) 
— (em, m,|x,. (m, + m,)) ((1/o,) grad p,—(1/o,) grad p,) 


Er = E+ [(v/c),H]; e=0;+0.3 P=D,+P. 


Hierbei ist das Glied, das die zeitliche Ableitung des Stromes enthält, für die Be- 
trachtung stationärer Fälle ohne Belang und soll daher im folgenden fortgelassen 
werden. (Das Glied dv/dt enthält dagegen im stationären Fall die Wirkung der 
Zentripetalbeschleunigung, die z. B. für rotierende Sterne von Wichtigkeit ist.) 

Den üblichen Betrachtungen über die Leitfähigkeit eines Plasmas im Magnet- 
feld legt man nun die Gl. (5b) ohne Berücksichtigung der Druckglieder zugrunde 


mit 


4) Zu den beiden folgenden Abschnitten vgl. A. Schlüter, Z. Naturforschg. 5a, 
72 (1950). 
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und lést sie nach j auf. Der Zusammenhang zwischen j und € ist tensoriell und 
entsprechend erhält man neben einer durch ein magnetisches Querfeld vermin- 
derten ‚direkten‘ Leitfähigkeit noch einen Strom quer zu beiden Feldern. Nun 
sieht man aber an Gl. (5a), daß im stationären Betrieb ein Strom quer zu einem 
Magnetfeld nur fließen kann, wenn ein Druckgradient der Lorentzkraft auf den 
Strom das Gleichgewicht hält. Die einzige Lösung in gekreuzten homogenen 
elektrischen und magnetischen Feldern ohne Druckgradient (wenn also keine 
Wände da sind), ist daher die, daß das gesamte Plasma sich homogen mit der 
Geschwindigkeit c [E ]/H* bewegt. Dann ist €” = 0 und es findet keine Diffusion 
statt, da natürlich dieselbe Lorentztransformation das elektrische Feld für 
die Elektronen und Ionen wegtransformiert. 

Den Fall, daß diese Bewegung durch Wände verhindert wird, behandelt man 
einfacher, indem man das Glied mit [j $] in (5b) mit Hilfe von (5a) eliminiert 
und schreibt 


j= +6) (6) 
E” wie oben, o = e?/x,, 
e = (1/o) (m, grad p,— m, grad p,) — m, — m,) do/dt. (7) 


Das Magnetfeld ist damit aus Gl. (6) vollständig eliminiert, da es weder in der 
Leitfähigkeit o, noch in der ,,eingeprigten“ Feldstärke €* auftritt. Diese Um- 
formung bietet besonders für den meist interessierenden Fall dp/dt = 0 eine er- 
hebliche Vereinfachung. 

5. Die Lösung für das Problem: Plasma in Kasten mit angelegtem elektrischen 
Felde €* und magnetischem Querfelde § ist nun: 

v=0; 
j=o€*; grad p = (1/c) [j, 9]. 
Es entsteht also spontan eine Raumladung, die fiir Aufrechterhaltung der Quasi- 
neutralität sorgt, während der Strom gerade so groß ist, wie er ohne Magnetfeld 
auch wäre, abgesehen von Änderungen der Leitfähigkeit durch veränderten Druck 
oder veränderte Temperatur. 

Man kann dies Ergebnis natürlich auch mit Hilfe der tensoriellen Leitfähigkeit 
herleiten, indem man beachtet, daß auch die Druckgradienten und die Raum- 
ladungsfeldstärke wegen des Tensorcharakters der Leitfähigkeit zu einem Strom 
senkrecht zu ihrer eigenen Richtung und der Richtung des Mangetfeldes einen 
Beitrag leisten, der zu dem von dem angelegten Feld direkt (gemäß der vermin- 
derten „direkten‘‘ Leitfähigkeit) erzeugten Strom hinzutritt und die Vermin- 
derung der Leitfähigkeit gerade kompensiert. 

Es ist also im Prinzip gleichgültig, ob man eine tensorielle, vom Magnetfeld 
abhängige oder eine skalare vom Magnetfeld unabhängige Leitfähigkeit einführt. 
Es zeigt sich aber auch bei der Betrachtung schwieriger insbesondere auch nicht- 
stationärer Vorgänge (wie sie z. B. bei der Theorie der Entstehung interstellarer 
Magnetfelder 5) auftreten), daß die von der Gl. (6) und (7) ausgehende Betrach- 
tungsweise erheblich einfacher ist. 

65). Um nun noch den Einfluß eines Neutralgases zu erfassen, wird man zu 
der Impulsbilanz der geladenen Teilchen noch die des Neutralgases hinzufügen, 


5) Zu den beiden folgenden Abschnitten vgl. A. Schlüter, Z. Naturforschg. 6a, 
73 (1951). 
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wobei man zur Berücksichtigung des Impulsaustausches zwischen den drei Kom- 
ponenten drei Reibungskoeffizienten (die wir in verständlicher Bezeichnungs- 
weise &,,, &,; und «,, nennen) einzuführen. Wir wollen dies hier nicht in exten 
so durchführen. Das erweiterte System läßt sich ganz analog unter der Voraus- 
setzung der Quasineutralität so umformen, daß wieder die Impulsbilanz (5a) 
für das gesamte Gas entsteht (wobei sich jetzt dv, o und p auf das Gesamtgas be- 
ziehen). Auch das Ohmsche Gesetz folgt wieder in der Form (6), nur gehen in o 
jetzt alle drei Reibungskoeffizienten (aber nicht das Magnetfeld) ein: 


e? (nj + Xn) |(N, Xie (On + One) + N, Ons ne): 


während in &¢ die Druckgradienten und substantiellen Beschleunigungen der drei - 


Komponenten auftreten. 
Wesentlich neu ist nur die Gleichung der ambipolaren Diffusion, die für dv, /dt = 
0 lautet: 
av, = grad p, — bj. (9) 


Hierbei bezieht sich der Index n auf die Neutralkomponente. Die Geschwindig- 
keit der ambipolaren Diffusion dv, ist definiert durch 


v4 = (0; v, + Oe v,)/(o; + Dn (10) 
und die Koeffizienten durch 
— N,N, (Ong + %ne)> b=N, (0, — 0; %ne)/€ (0; + 0.)- 


Bemerkenswert ist hierbei wieder, daß auch die ambipolare Diffusion nicht ex- 
plizit vom Magnetfeld abhängt. 

7. Eine direkte Messung der Änderung der Leitfähigkeit eines Plasmas durch 
ein Magnetfeld ist nicht leicht möglich, da durch ein Magnetfeld auch die Träger- 
bilanz und der Energietransport affiziert werden. Zudem sind die Plasmen in 
Gasentladungen wesentlich inhomogen, wodurch die Auswertung solcher Messungen 
weiter erschwert wird. 

Um dennoch zu einem Vergleich mit der Erfahrung zu gelangen, wurde die 
Schottkysche Theorie der positiven Säule einer Glimmentladung durch Berück- 
sichtigung des Einflusses des magnetischen Eigenfeldes des durch die Entladung 
fließenden Stromes erweitert. Es wurde dabei wie üblich angenommen, daß 
Ionisationen im Volumen proportional dem Elektronendruck sind und Rekom- 
binationen nur am Gefäßrande vor sich gehen. Ferner wurde vorausgesetzt, daß 
die Leitfähigkeit proportional der Elektronendichte sei, was (bei konstanter Neutral- 
gasdichte und konstanter Elektronentemperatur) der Annahme entspricht, daß 
die Stöße zwischen Elektronen und neutralen Teilchen maßgebend sind. 

Wenn man eine ideale Wand dadurch definiert, daß dort die Elektronendichte 
verschwindet, und die Entfernung von der Achse in Einheiten dieses effektiven 
Radius mißt, folgt für alle Entladungen dieselbe einparametrige Schar von Lö- 
sungskurven für die Elektronendichte über den Querschnitt relativ zur Mittel- 
punktsdichte. Der (dimensionslose) Parameter dieser Schar (u)*) ist gegeben 
durch: 

kT,-c. (12) 


6) In der Arbeit II wird statt u geschrieben: v - i, (v). 
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Hierbei ist HZ - Jer der Leistungsumsatz pro cm Rohrlänge, wenn sich die Ent- 
ladung bis zu der oben definierten idealen Wand erstrecken würde, also ein wenig 
größer als der wirkliche Leistungsumsatz. 

In der Abb. 1 sind die durch numerische Integration erhaltenen Kurven für 
einige Parameterwerte aufgetragen. Zum Vergleich sind auch die von H. Fetz’) 
in Hg-Glimmentladungen gemessenen Elektronendichten eingetragen. Die theore- 
tischen Kurven sind dabei so normiert, daß sie in der Mitte dieselbe Dichte er- 
geben. Aus den Meßwerten mußte die ‚ideale‘ Wand extrapoliert werden. Außer 
der geringen Willkür in dieser Extrapolation war zur Anpassung nur der Para- 
meter u frei (seine theoretische Bestimmung war nicht möglich, da die Elektronen- 
temperatur und die Feldstärke nicht bekannt waren). 

Die Übereinstimmung zwischen der Theorie und Experiment ist besser, als 
man sie erwarten konnte, da einige Voraussetzungen der Berechnung sicher nicht 
sehr gut erfüllt sind. (Insbesondere nimmt die als konstant vorausgesetzte Neutral- 
gasdichte nach innen schon wegen der dort höheren Gastemperatur ab. Die hier- 
durch eintretende Verminderung der Ionisationswahrscheinlichkeit wird an- 
scheinend teilweise kompensiert durch Ionisation aus angeregten Zuständen, deren 
Häufigkeit ~ p; geht.) Aus den von Fetz angegebenen Daten folgt nun, daß die 
freie Weglänge der Elektronen ~ 10 cm beträgt, während der mittlere Larmor- 
radius in den äußeren Teilen des Gefäßes bei der Entladung von 80 A etwa 1 cm 
war. Nach den üblichen Formeln über die Leitfähigkeitsabnahme hätte man 
danach mit einer Verminderung um fast zwei Größenordnungen rechnen müssen. 
Es ist sicher, daß dies zu einem beträchtlich anderem Bilde geführt hätte. 


7) H. Fetz, Ann. Physik (5) 40, 579 (1941). 
Göttingen, Max-Planck-Institut für Physik. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. April 1952.) 
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Ansätze zu einer nicht-linearen Elektrodynamik. II 


Von Karl Bechert 


Inhaltsiibersicht 


Der in der Arbeit I entwickelte Gedanke (s. Anm. 1 zu $1), daß jedem Raumpunkt 
zu jeder Zeit ein bestimmter Wert der Vierergeschwindigkeit V,„ zugeordnet werden 


könne, und die in I gegebene Impulsdefinition P; = = UV, V, dt, liefern als Folge 


des Erhaltungssatzes für den Spannungstensor die Bedingung (2,10) für das Verhältnis 
der Invarianten U und der Invarianten C des Viererstroms S,; Folgerungen aus der 
einfachsten Lösung dazu, (2,11), werden in dieser Arbeit untersucht. Der über ein ab- 
geschlossenes Gebiet integrierte Erhaltungssatz gibt die Erhaltung der Gesamtenergie 
als der Summe aus Feldenergie und Energie der bewegten Materie; entsprechendes gilt 
für den Gesamtimpuls, $2. In den Feldgleichungen spielt die Vierergeschwindigkeit 
die Rolle des Viererpotentials, $3. Für die V,, gilt definitionsgemäß: V„V„=1 (Gl. 
(3,8)). Man hat so 5 Gleichungen für V,, U. Sind die räumlichen Komponenten von 
V, und von J, für einen Zeitpunkt im Gebiet gegeben, so ist damit von diesem Zeit- 
punkt an die weitere Entwicklung aller Feldgrößen bestimmt, $ 4. Eichinvarianz besteht 
im allgemeinen nur für ®,, nicht für V,, § 5. Für die Umrechnung in den Hamiltonschen 
Formalismus eliminiert man am besten V, mit Hilfe von (3,8). Man hat dann 3 ,,Koor- 
dinaten“ V,, und 3 kanonische konjugierte „Impulse“ p,, § 6. Der symmetrische Gesamt- 
spannungstensor Y,, wird auf Impulse (und Koordinaten) umgeschrieben, $6. Für 
ein abgeschlossenes System ist f Y,,dt,= [ Hdr,= const; H ist die Hamilton- 
Funktion, $6. Für die quantentheoretische Form der Gleichungen werden Vertauschungs- 
relationen zwischen den p, und V, angesetzt, (7,4). Die Vertauschungsrelation zwischen 
p, und V, hat eine andere Form, (7,6). Es ergeben sich Feldgleichungen derselben Form 
wie die klassischen (7,24), (7,3). Der kanonische Impuls ist proportional der elektrischen 
Feldstärke. Die Erhaltung der Ladung in einem Raumgebiet ist gleichbedeutend mit 
der Erhaltung der Ruhenergie, $7. Die Invarianz der Vertauschungsrelationen gegenüber 
Lorentz-Transformationen wird bewiesen, $8. Die Lorentz-Bewegungsgleichung als 
Spezialfall des Erhaltungssatzes für den Spannungstensor, § 9. Im Anhang Aufstellung 
der allgemeinen Gleichungen dieser Theorie. 


§ 1. Einleitung 


In einer vorhergehenden Arbeit!) sind Ansätze zu einer nichtlinearen Elektro- 
dynamik gegeben worden, welche imstande sein soll, die endliche Ausdehnung 
elementarer Teilchen mit klassischen Begriffen zu beschreiben. Darüber hinaus- 
gehende Aussagen, z. B. solche über den Spin der Teilchen, wird man von der 
quantentheoretischen Form der Theorie erwarten. Der Grundgedanke der Arbeit 
I war,daß der Viererstrom S, kontinuierlich verteilt und daß die dazu proportionale 
Vierergeschwindigkeit V,, überall eine sinnvolle Größe sei, daß also jedem Raum- 
punkt zu jeder Zeit ein bestimmter Wert von V,, zugeschrieben werden könne 


1) K. Bechert, Ansätze zu einer nicht-linearen Elektrodynamik, Ann. Physik (6) 
7, 369 (1950); im Text mit I zitiert. Eine kurze Darstellung wichtiger Ergebnisse der 
vorliegenden Arbeit in: Naturwiss. 39, 185 (1952). 
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(I 8.378, 387). Diese Auffassung gibt die Möglichkeit, einen Impuls-Energie- 
Vierer-Vektor für jedes Raumgebiet zu definieren. 

Wir übernehmen die Bezeichnungen der Arbeit I. Für die Vierergeschwindig- 
keit V,, gilt: 


dx, 1 dv = 
Die Koordinaten sind: 
x, = {t, ict}, (1,2) 
und fiir das Differential dr der Eigenzeit gilt: 
(de dr)? = dz, dx,; (1,3) 


Komponenten nach 2, y, z, ict werden mit den Indices 1, 2, 3, 4 bezeichnet. Uber 
zweimal vorkommende Indices in Produkten oder am selben Tensor ist zu sum- 
mieren von 1 bis 4.° Partielle Differentialquotienten schreiben wir so: 

oR 


Der Viererstrom ist: 


S, {v, ic}; S,=OV,; 0=8,8,; C=ieVi—p. (14) 
Die Feldgrößen sind F’,,; es ist: 
0 Ds 9a a 
= 0 
Fu= Fy, = —F,. (1,5) 
9-9 oO 
a &, &, a 0 
Wir definieren den symmetrischen Tensor: 
Ten = Fa Fie F Pin = (1,6) 
Mit diesen Bezeichnungen ließ sich der Impuls-Energie-Vierer-Vektor für ein 


materieerfülltes Raumgebiet dr, wegen S, = CV, und I (4,7), (4,9) in die Form 
setzen: 


P,= = UV, V (1,7) 


U eine Invariante, die wir zunächst noch nicht bestimmt wihlen?). Durch diese 
Gleichung wird jedem Raumgebiet eine bestimmte Ruhenergie dw, c? zuge- 
schrieben. Es ist: 

= — UV,dr,; (1,8) 
die Ruhenergiedichte ist also — UV,. In I ist gezeigt (S. 387), daß aus (1,7) für 
UV,-—> 0 die richtige Beziehung zwischen Impuls und Energie für Lichtquanten 
herauskommt. Inder vorliegenden Arbeit wird der FallU proportional zu C betrachtet 
(GI. (2,11)); UV, —0 bedeutet also o—0, wie es sich für Lichtquanten gehört. 
Wie in I übernehmen wir die Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie: 


Finn = Spi Pen = (1,9) 


kn,n 
2) In I war für die meisten Überlegungen U gleich der in I betrachteten Invarianten 
A gesetzt worden; es war P, = = TıVı V,4dt3= 24 V,V,.dt, (I, (4,6), (4,11)). 


Wir übernehmen hier nur die Form (1,7) aus I. Vergleiche auch die Anmerkung zu 
Gleichung (2,4). 
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@ ist das Viererpotential: 


Die Dichte der Lorentzkraft ist: 

G, = F,,, Su (1,11) 
und es gilt als Folge von (1,9): 

=G, (1,12) 


§ 2. Der Erhaltungssatz fiir Energie und Impuls 


Der Erhaltungssatz (1,12) zeigt deutlich, daB die Maxwellsche Theorie 
keine konsequente Feldtheorie ist. Integration über ein Raumgebiet, an dessen 
Grenzen die Feldgrößen hinreichend stark verschwinden, gibt ja, wenn die Grenzen 
zeitlich unveränderlich sind, 

1d 
Ge dt 
während in einer konsequenten Theorie rechts auch ein zeitlicher Differential- 
quotient stehen müßte, was die Erhaltung von Energie und Impuls für das Feld 
und die Teilchen bedeuten würde. 
Mit anderen Worten: Die Gl. (1,12) muß die Form haben: 


(2,2) 


kn,n 
dann folgt durch Integration über ein Raumgebiet, an dessen Grenzen die Feld- 
größen hinreichend stark verschwinden: 

= const (2,3) 


als Erhaltungssatz. Das verlangt: [@,dr, muß sich als zeitliche Ableitung 
schreiben lassen, und zwar als Ableitung des Materieimpulses P,, weil [@,dr, 
die Lorentzkraft bedeutet. Das gibt®): 


1d 
dts = (UV, Vide). (2,4) 


Wie in I (7,2) gezeigt ist, kann die rechte Seite umgeschrieben werden in die 
Form einer vierdimensionalen Divergenz: 


G, dt, = (UV, V,,), , dts. (2,5) 


f = SG, dts, (2,1) 


Wir haben dann: 
= T,, + U V, V,,. (2,6) 


Der Tensor Y,,, ist symmetrisch, wie es sein muß, wenn der Drehimpulssatz 
gelten soll. 
Die Feldgleichungen (1,9) haben bekanntlich den Erhaltungssatz der Ladung 
zur Folge: 
= 0. (2,7) 
3) Die einfachste allgemeine Begründung für die Form (1,7) des Impulses ist: Der 
Impuls bedeutet Strömung mit der Vierergeschwindigkeit V,, deshalb hat P, die Form: 
P,= = (B) V.dr,. Da die Lorentzkraft zeitliche Ableitung des Impulses sein soll, 
folgt: dr, = (® Vn Vr) dt, = — Tin,» dt,3 siehe I (7,2). 
ic dt 17 


Also muß (B) - Fr V, ein Tensor A,, sein; folgt: el = Invariante. 
4 4 
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Wegen (1,4), (1,11) kann man (2,5) umschreiben in 


U 
F,, 8, = (Ga (2,8) 
Aus der Antisymmetrie von F,,, folgt: 
F,, 5, 8; =9; (2,9) 
also ist auch: 
U U U U 
Pin Sy Ve Su=(G) Ve Ve Sn + G Vein Sn=(G) Sui 


(2,10) 


bei der letzten Umformung ist (1,1) beniitzt. Da der Ausdruck (2,9) identisch 
null ist, ohne eine Bedingung für die F,, oder S,, zu bedeuten, so kann man das 
auch von (2,10) verlangen®). Dann wird U proportional zu C: 

U=iaC; (2,11) 
a ist eine universelle reelle Konstante, denn nach der Definition (1,7) ist U reell, 
weil V, reell und V,, für k-+ 4 rein imaginär ist; C ist rein imaginär, vgl. (1,4). 
Der Zusammenhang (2,11) war schon in I betrachtet worden; die dortigen weiter- 


gehenden Annahmen über den Zusammenhang zwischen U und den Feldgrößen 
machen wir hier nicht. Der Impuls-Energie-Vierer-Vektor wird jetzt: 


P,=—8,V,dn= ic} dts. (2,12) 


f Tx dr, + f V, dt, = const. (2.13) 


Aus (2,3) wird: 


2 
(2,12) zeigt, daB die universelle Konstante a die Bedeutung me. hat, 
also der Konstanten y der Arbeit I entspricht (dort Gl. (6,14)) 


wwe me (2,14) 


m, ist eine universelle Masse, wir identifizieren sie mit der Elektronenruhmasse. 


§ 3. Die Feldgleichungen 


Solange S, in den Feldgleichungen nicht gegeben oder aus den Feldgrößen 
nicht bestimmt ist, sagen die Feldgleichungen (1,9) noch nichts aus, was iiber 
den Inhalt der Maxwell-Hertzschen Auffassung hinausginge. Aber die von 
unserer Impulsdefinition (1,7) ausgehenden Uberlegungen führen zur Forderung 
(2,8), in der wegen (2,11) der gesuchte Zusammenhang zwischen den Feldgrößen 
und dem Viererstrom steckt. Wir schreiben (2,8) um: 


Fon Sn = ta Vy Sn. (3,1) 
Aus (1,1) bekommen wir durch Differenzieren: 
V, Vie = 0, (3,2) 
also wegen (1,4) auch: 
8, = 0. (3,3) 


4) Der allgemeine Fall wird im Anhang besprochen. 
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Es gilt deshalb: 


Da die rechte Seite eine für alle $, gültige Umformung der linken sein soll, 
und da der Klammerausdruck rechts antisymmetrisch ist ebenso wie F,,,, liegt 
es nahe, zu fordern: 

Fy, =ta Fi. (3,5) 


Dies ist jedenfalls die einfachste Art, die Gleichung (3,4) zu erfüllen). In dieser 

Auffassung spielt die Vierergeschwindigkeit fiir die FeldgréBen die 

Rolle des Viererpotentials, wie ein Vergleich mit (1,9) lehrt. Es ist aber 

nicht V, gleich ®,, nur die vierdimensionalen Rotationen beider Größen sind 

bis auf einen konstanten Faktor einander gleich. Wir sprechen noch davon ($5). 
Die Feldgleichungen (1,9) geben jetzt wegen (1,4), (2,11): 


U 
ta (Vi — n,k),n = Sy = CV, = Vy. (3,6) 
Das bedeutet: 
U 


Zusammen mit der Gleichung (siehe (1,1)): 
= 1, (3,8) 


welche aus der physikalischen Bedeutung von V,, als einer Vierergeschwindigkeit 
notwendig folgt, haben wir in (3,7), (3,8) 5 Gleichungen zur Bestimmung der 
5 Funktionen V,, U. Die Feldstärken ergeben sich aus (3,5), der Viererstrom 
aus (1,4): 


(3,9) 
va 
Die Theorie ist nicht-linear, weil (3,8) nicht linear ist. 


$ 4. Das Anfangswertproblem 
Wir schreiben: 
V, 8=8. (4,1) 
® ist reell, es umfaßt die räumlichen Komponenten von i V,. In Strenge 
ist = V,, fir B<1 also . Wir zeigen: Die Gleichungen (3,7), (3,8) 


bestimmen U, V,, vollständig, wenn in einem Raumgebiet, auf dessen Rand die 
Felugrößen hinreichend stark verschwinden, für einen bestimmten Zeitpunkt 


(t = 0) die Größen ®, ® überall gegeben sind. Wir setzen (3,7) in die Form: 


® 
rotrot® + grad (4,2) 
U 


Wegen (3,8) bedeutet die Vorgabe von ®, ® auch die von Va, V;. Aus (4,3) folgt 
dann U, aus (4,2) R. (3,8) liefert dann V,; aus den nach ¢ differenzierten Glei- 


5) Die allgemeine Fassung unserer Theorie steht im Anhang, (10,3)—(10,6). 
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chungen (4,2), (4,3) erhält man U, ®. So geht das weiter, man bekommt alle 
höheren Differentialquotienten von ® an, und alle Differentialquotienten von U, 
V,, einschlieBlich U, V, selbst. VU, 8, V, sind damit für alle t gegeben, wenn ®, B 
für i= 0 gegeben sind. Da aus U, V alle Feldgrößen berechnet werden können, so ist 
das Feld für alle ¢ völlig bestimmt, wenn &, ® für t= 0 gegeben sind. 

Etwas entsprechendes gilt für die Vorgabe von ©, ® für t=0. Aus ® folgt 
V,, und damit aus € wegen (3,5) auch ®. Das Feld ist also auch völlig bestimmt 
für alle t, wenn ©, B für ¢ = 0 gegeben sind. 

In der Hamiltonschen Formulierung der Theorie spielen &, ® die Rolle 
von Koordinate und Geschwindigkeit ($6); die Vorgabe von ®,® entspricht 
also der Vorgabe des Anfangszustandes in der Feldtheorie. 


$ 5. Eichinvarianz 


Die Eichinvarianz bleibt in unserer Theorie bestehen; das Viererpotential 
kann durch einen vierdimensionalen Gradienten ergänzt werden, ohne daß sich 
die physikalischen Größen ändern. Dagegen ist V,, im allgemeinen nicht eich- 
invariant; solange nämlich U nicht in einem ganzen Gebiet verschwindet, so 


lange kommt es dort wegen (3,7) auf den Wert von V, wirklich an. 
Aus (3,5) und (1,9) folgt: 


=—wV,4+K.,, (5,1) 
wo K ein beliebiger Skalar ist. (3,8) gibt: 
(K,—®,) (K —@,) =— a’. (5,2) 


Die Gleichung stimmt formal iiberein mit der Hamilton-Jacobischen Glei- 
chung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld, dessen Viererpotential 
®, ist. Unmittelbare physikalische Bedeutung hat aber nicht K,,,, ®,, sondern 
V,,, die Vierergeschwindigkeit. 


In? 


Ist aber U = 0 in einem ganzen Gebiet, so wird auch V,, eichinvariant und 
verliert damit seine anschauliche Bedeutung. Die Gleichung (3,8) wird dann 
auch bedeutungslos, weil V,, in diesem Fall durch Zufiigen von K_,, immer so 
eingerichtet werden kann, daß (3,8) erfüllt ist, ohne daß sich die physikalischen 
Größen F,„, $, ändern; es ist S, = 0, und von V, spielt nur mehr die vier- 
dimensionale Rotation eine Rolle. 


§ 6. Hamiltonsche Formulierung, klassisch 


Die Feldgleichungen (3,7) können leicht aus einem Lagrange-Prinzip abge- 
leitet werden. Man setze: 
‘a? 


und verlange: 
6 f Ldr,=0 (6,2) 


mit der Nebenbedingung: 


V,V,=1; (6,3) 
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dr, ist das Volumenelement im vierdimensicnalen Raum. Die Variation ist so 
auszuführen, daß die Variationen der V, am Rande des Integrationsbereiches 
verschwinden; der Bereich ist beliebig. Die Nebenbedingung (6,3) ist notwendig, 
damit V,, als Vierergeschwindigkeit gedeutet werden kann, wie es unsere Theorie 
verlangt. Es ist 6(V,,) = (6 V,),„. Wenn A ein raumzeitlich veränderlicher 
Lagrange-Faktor ist, folgt aus (6, 2), (6,3): 


+A V,, 6V,,) dt, = 0 =a? f (— Van + Vn x) (OV n + A Vy du 
=a* f (— Vien + Venn +A Vy) OV, 
Das gibt wieder die Feldgleichungen (3,7): 


Veda a=Z. (6,4) 


Außerdem bleibt die Nebenbedingung (6,3) zu erfüllen. Man sieht, daß der 
Viererstrom durch diese Bedingung geliefert wird, die wir wegen der physikali- 
schen Bedeutung von V, stellen mußten. Die Lagrange-Funktion (6,1) ist 
übrigens genau dieselbe wie in der Maxwellschen Theorie, denn (6,1) kann um- 
geschrieben werden in: 


Die Übersetzung in den Hamiltonschen Formalismus kann nach dem üb- 
lichen Schema gemacht werden. Die V,, betrachten wir als Koordinaten; wegen 
(6,3) sind nur drei von ihnen unabhängig voneinander. Wir wählen die ersten 
drei Komponenten von V,, als voneinander unabhängige Koordinaten. Indices, 
die nur die Werte 1, 2, 3 haben sollen, bezeichnen wir von jetzt an durch Unter- 
streichen. Die Impulse p, sind definiert durch: 


tcp, =L,rv,.- (6,6) 
V, eliminieren wir; die Schwierigkeiten, die in der üblichen Theorie dadurch 


entstehen, daß die 4. Komponente p, des Impulses null wird, treten so bei uns 
nicht auf. Es wird: 


V,.= V1-—V,V,; V,.=— 6,8 
4 ii n"n 4,k V1 (6,8) 
a? Vi Vin Vs Vin ViVie 

(6,9) 

V Vie 
bis auf einen konstanten Faktor ist dies &,. Wir definieren in der üblichen Weise: 
H=icp,V, .—L; (6,11) 

das gibt wegen (6,10) nach Elimination von V, .: 


2 2 
H= Pe Py — 7 (6,12) 
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Es gelten die kanonischen Gleichungen: 


Hy rn = ic (6,13) 
(H,¥n,1),1 + = 0. (6,14) 


(6,13) ist identisch mit der Impulsdefinition (6,10); (6,14) stimmt mit den Feld- 
gleichungen (6,4) überein, wenn man darin die Nebenbedingung (6,3) einsetzt, 
also auch A eliminiert. (6,14) liefert nämlich: 


Va 


Hier ist V, aus (6,8) eingesetzt zu denken. (6,15) bedeutet deshalb drei Glei- 
chungen für die 3 Größen V,. Übrigens wird (6,15) für n = 4 zur Identität, 


so daß man auch behaupten kann: 


Vn 
= (VW, Vis, . (6,15a) 
(6,15) oder (6,15a) ist eae mit (6,4); 2 -7 berechnet sich zu: 
1 


Lagrange-Funktion Z und Hamilton-Funktion H des Feldes sind definiert 
durch: 

L= [Ldr,; H = [ H dry. (6,17) 
Es gilt wegen (2,2), (2,6), (1,6), (3,5) der Erhaltungssatz: 


Yn.=0; (6,18) 


kn,n 


1 U 


Dieser Tensor gibt in denjenigen Komponenten, bei denen mindestens ein 
Index gleich 4 ist, die Impuls- und Energiedichte des gesamten Feldes. Schreibt 
man in (6,18), wie in den vorigen Formeln, auf die 3 „Koordinaten“ V,, und 
die 3 zugehörigen Impulse p, um, so entsteht für &, w= 4: 

a? 
Vina) + Pr Pn + den 


(6,19) 
fir 4, = 4: 
Yn = + UV Vi; (6,20) 
fir k= 4, n= 4: 
2 2 
= MP t+ + ON (6,21) 


Mit Hilfe von (6,12) und (3,7) kann man Y,, umformen in: 

Yu = H + a? {V, .— = H—ic (6,22) 
Bei der Integration über ein Raumgebiet gilt: 
f Ya dr, = f Hdt,, (6,23) 
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wenn V, p, am Rand hinreichend stark verschwindet, d.h. wenn V, ©, dort stark 


genug null wird. Verschwinden U und T',, hinreichend stark am Rande, dann 
ist das linke Integral nach (3,2) konstant, also auch das rechte: 


f H dt, = const (6,24) 


entspricht also dann der Erhaltung der Gesamtenergie. Zwischen W =— 7), 
und H besteht ein Zusammenhang. Es ist: 


W =—T,= H—icp,V,,= (0 Via) (6,25) 


Statt H kann man auch die Gesamtenergiedichte Y,, in die Gleichungen (6,13) 
(6,14) einfiihren. Wir schreiben: 


Yu == == M (Ps, Pi,1)- (6,26) 
Hier haben wir der Deutlichkeit halber die Veränderlichen aufgeschrieben, von 
denen M abhängt. Es ist wegen (6,11), (6,10): 
2 
(6,27) 
Aus (6,2) schließt man auf: 
2 . 
Die Glieder mit 6 heben sich auf wegen (6,27); außerdem ist: 
Pı,ı 
2 


wie man mit Hilfe von (6,22) und (6,13) findet. Das noch verbleibende Glied 
f 
mit dp,: | SP 6p, dr, läßt sich durch partielle Integration umformen, weil ÖV,, 


nach Voraussetzung am Rand verschwindet: 


2 hd r r ® r 
= ie = [(— Py, OV, (6,29) 


Es folgt: 
M, + a c Pn,4 (6,30) 
Die Differentialquotienten sind in (6,28) und (6,30) so gemeint, daß M durch die 


in (6,25) aufgeführten Veränderlichen ausgedrückt sein soll, und beim Differen- 
zieren die anderen Veränderlichen jeweils fest bleiben. Deshalb ist: 


Vn Vn 


4 
Ps (Vs = Viv, Pi 
((V, Po) (Viv, (Vo, l = (Var, P,), 1) = (( Vy P)),.), Va: 


Mit diesen Beziehungen läßt sich zeigen, daß (6,30) identisch ist mit (6,14); 
andererseits stimmt (6,28) mit (6,13) überein. 
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§ 7. Quantentheoretische Form der Gleichungen 


Wir machen den Versuch einer Quantelung der Gleichungen; ob der Versuch 
Erfolg hat, wird die Anwendung zeigen. Es gibt mehr Méglichkeiten, die Theorie 
ins Quantentheoretische zu iibertragen, als die hier gezeigte. 

Wir iibernehmen die Lagrange-Funktion in der Form (6,1): 


2 


(7,1) 
die Impulse sind gegeben durch: 
Van (7.2) 
wie in (6,10). V, ist eliminiert zu denken mit Hilfe von: 
= 1. (7,3) 
Die Vertauschungsrelationen sollen sein: 
, h 
[py €), Vi(t)] = (7,4) 


die eckige Klammer hat die übliche Bedeutung: 
[A B] = AB— BA. (7,5) 
Die p, sollen unter sich vertauschbar sein, ebenso die V,. Die Gleichungen 
(7,4) gelten für die 3 räumlichen Indices k,l = 1, 2, 3. Wegen (7,4) ist p,. nicht 
mit V, vertauschbar; vielmehr ist: ; 
h V,(t’) 


[p,(t), Va(e’)] = —> ve) d(t—r’). (7,6) 
Fiir die Hamilton-Funktion setzen wir an: 
H=ic Pı LE: (7,7) 


Die Reihenfolge der Faktoren im ersten Ausdruck ist wesentlich. Würden 


r 


12 
wir sie umgekehrt wählen, so würde in (7,12) der Faktor T- rechts in der Glei- 
4 


chung auf der anderen Seite des Klammerausdrucks stehen. Würde man statt 

Pı schreiben: }(p,V, ,+ so würde ein entsprechend symmetrisierter 

Ausdruck in (7,12) auf die rechte Seite der Gleichung kommen. Für die Ableitung 

eines Erhaltungssatzes der Form (7,20) scheint es notwendig, in H entweder 

p, V,, oder V, ,p, zu schreiben, also diesen Ausdruck nicht zu symmetrisieren. 
Mit (7,7) wird: 


= Pı Pı +tcp, Vit | (7,8) 


Als kanonische Gleichungen setzen wir die üblichen an: 
S dts = he Vy dts = Re (7,9) 
Mit Hilfe von (7,8), (7,4), (7,6) findet man aus (7,9): 


ox 
nn = 
24) 
5) 
3) 
1) 
) 
| 
| 
q 
a 
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was mit (7,2) übereinstimmt, und: 
he 


das bedeutet wegen (7,2): 


V 
V,, 4, ı) 17 
was mit der klassischen Gleichung (6,15a) übereinstimmt; auch (7,12) gilt für 
alle k. 
Für eine Funktion B der Vy, V„,o Pn, Pn,a ist: 
dt, = he Bye’); (7,13) 


setzt man B= f{ H(t)dt,, wo das Integral über das ganze Feldgebiet gehen 
soll, so ergibt sich: 

J H(t) dr, = const, (7,14) 
wenn die Feldgrößen am Rand hinreichend stark verschwinden, was ja bei den 
Umformungen in den vorigen Gleichungen dieses Paragraphen auch schon vor- 
ausgesetzt werden mußte. (7,14) entspricht der Aussage (6,24) der klassischen 
Theorie und bedeutet die Energieerhaltung. Aus (7,12) folgt: 


Jetzt bilden wir den symmetrischen Tensor: 


7,16 
Das gibt u. für k, n+ 4: 
2 
= (Vi Vi) A +S a Px Pn + den 
(7,17) 


fir k=4, n= 4: 
Y,,, n— + nv Pi — ve Pit (7,18) 
die Berechnung von Y,,, würde im letzten Ausdruck der vorigen Gleichung geben: 


— V4, was mit — ic p, , V„ übereinstimmt, wie (7,11) 


zeigt; auch aus (7,15) folgt die Übereinstimmung der beiden Ausdrücke. Für 
die letzte Komponente von Y,,,, gilt: 


c? a? 
Yu= + = H—ic(p, (7,19) 


Mit den Formeln dieses Paragraphen läßt sich nachrechnen, daß: 
Yin,n = 93 (7,20) 
dabei ist zu beachten, daß wegen (7,13) gilt: 


Vi Vi 
= 


(7,21) 


der 
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Die Gleichung (7,20) enthält den Erhaltungssatz für den Gesamtimpuls und die 
Gesamtenergie. Integration über das ganze Feldgebiet gibt nämlich, wenn die 
Feldgrößen am Rand hinreichend stark verschwinden: 


S Ya, 4; = const; (7,22) 
fiir k = 4 ist dies wegen (7,19) gleichbedeutend mit dem Energieerhaltungssatz 
(7,14). 

Setzt man: 
(7,23) 
so wird: 
Vi, AV,; (7,24) 


dies sind formal dieselben Gleichungen wie im klassischen Fall, siehe (6,4). In 
(7,24) und (7,3) hat man 5 Gleichungen für die 5 Unbekannten A, V,. Man kann 
nun Feldstärken definieren durch: 


=ia n,k)» (7,25) 


dann hat man in (7,25), (7,24) formal die Gleichungen der Maxwellschen Theorie. 
Über Maxwell hinaus gehen unsere Gleichungen (7,23) und (7,3). Es ist: 


P= — (7,26) 
Die Wirkung auf die Materie wird geliefert von dem Glied: — a?(V;, ,,ı— Vi,x,1) Vn 


in Y,,,, siehe (7,16). 
Zum Vergleich mit der Maxwellschen Theorie schreiben wir Y,, aus: 


Man sieht, daß ze die Impulsdichte ist; das letzte Glied ist die Impulsdichte 
1 


der Materiebewegung, V, entspricht dem klassischen Ausdruck Im’ siehe (1,1). 
Die 4. Komponente von Y,, ist die negative Energiedichte: 
Yu=—5 (G+ met (7,28) 


das letzte Glied ist bis auf das Vorzeichen die Energiedichte der Materiebewegung. 
Allgemein lassen sich die von der Materie herrührenden Beiträge in Y,,, also 


= mal Impulsdichte, und die negative Energiedichte der Materieströmung in 
die Form schreiben: 
UV, Va, (7,29) 


also genau wie in der klassischen Theorie. Die Dichte der Ruhenergie der Materie 
ist U 
Die Erhaltung der Ladung, die aus (7,23) folgt: 


= 0= (4 An (7,30) 


11) 
12) 
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bedeutet zugleich, daß die Größe [ UV, dr,, also die Ruhenergie, in einem Raum- 
gebiet erhalten bleibt, dessen Grenzen mit der Strömungsgeschwindigkeit » 
wandern (vgl. I (7,2)). 

$ 8. Relativistische Invarianz der Vertauschungsrelationen 


Wir beweisen jetzt, daß die Vertauschungsrelationen : 


(V(t), = 0; (8,1) 
(t), P,(t')] = 0; (8,2) 
[px(t), = (8,3) 

Vi, 
[p.(t), Va(t’)] = vo d(t—r’), (8,4) 


bei einer Lorentz-Transformation ihre Form nicht ändern. Unterstrichene 
Indices bedeuten wie bisher solche, die nicht gleich 4 sein sollen. Das Argument 
t lassen wir im folgenden weg, statt des Arguments r’ bezeichnen wir die Größe 
selbst mit dem Strich, also: 
V(t’) = V}. (8,5) 
Den Invarianzbeweis führen wir nach dem von Heisenberg und Pauli®) 
angegebenen Verfahren. Die Rechnung läuft aber bei uns etwas anders, weil V, 
sich in den Vertauschungsrelationen anders verhält als die übrigen V,. Wir 
unterscheiden 2 vierdimensionale Bezugssysteme K und K. Die Lorentz-Trans- 
formation zwischen den Koordinaten schreiben wir so: 


= Xas Xa} (8,6) 


sie sei infinitesimal, dann gilt: 


Aus den Orthogonalititsrelationen folgt: 
Aas = (8,8) 


Die Vertauschungsrelationen (8,1) bis (8,4) denken wir uns für das System K 
und den Zeitpunkt &, = 0 hingeschrieben. Der Punkt r sei zu dieser Zeit der 
Koordinatenursprung von K; als Punkt r’ wählen wir in K einen Punkt P’; seine 
Koordinaten in K sind für #, = 0:2),0. Die Vertauschungsrelationen gelten in 
K für diese 2 Punkte für alle #, = const, denn aus (8,1) bis (8,3) kann geschlossen 
werden, daB die dort angeschriebenen Vertauschungsklammern wegen (7,13) 
zeitlich konstant sind. (8,4) ist eine Folge aus (8,1) bis (8,3) und bleibt deshalb 
auch für alle Zeiten &, = const gültig, wenn es für &,—= 0 galt. Man kann das 
Weitergelten von (8,4) für spätere £, auch aus (7,13) schließen in folgender Weise: 
H und der Klammerausdruck (8,4) enthalten keine zeitlichen Differentiationen; 
fiir 7, = 0 kann also [p,, Vile berechnet werden; auch die rechte Seite von (8,4) 
enthält keine zeitliche Differentiation. Aus (7,13) erhält man so auch den zeit- 
lichen Differentialquotienten der rechten Seite von (8,4) für &, = 0; wegen 

J (A, (Pe, Val + dr, = 0=he — 0) 

4 4/,4 


6) W. Heisenberg u. W. Pauli, Z. Physik 56, 1 (1929), dort S. 17—24. 
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folgt die Ubereinstimmung der ersten zeitlichen Differentialquotienten der rechten 
und linken Seite von (8,4) für Z,— 0. So kann man weiter schließen. 

Wir rechnen zunächst (8,1) auf die Größen im System K um. Wir entwickeln 
nach x bis zu Gliedern mit x einschließlich. Dann wird: 


Vile, = 0 = Wek [Ve [Vi 0 


” 8,9 
+ [Vi Vilz,=0 + Ger [Vo Vilz,=0); (8,9) 


jetzt muß noch auf x, = 0 umgerechnet werden. Der Punkt r in K sei zur Zeit 
x, = 0 ebenfalls Koordinatenursprung, und die beiden Punkte r, t sollen für 
diesen Zeitpunkt zusammenfallen. Der Punkt r’(P’) in K soll so gewählt werden, 
daß seine Koordinaten in K für x, = 0 sind: «7,0, und daß «, = 2), ist. In 


(8,9) ist in den Größen Vz, V, das Argument r gemeint. Nach unseren Fest- 


setzungen ist r = 0 = f für &,= 0. In den Größen Vj, V+ ist P’ als Argument 
gemeint, und zwar die in K gemessenen Koordinaten. Fiir diese Koordinaten 
ist: 

Xj = = Xj + % (Ajo + jy Bs) = + 


Also wird in (8,9): 
(2, = 0) = (x, 0) +% Ajo 25 Vij (ai, 0). (8,10) 


Der erste Ausdruck rechts bedeutet den Wert von V, in P’ zur Zeit 2, = 0. 
Aus (8,9) wird: 
(Vis Vile,=0 = WrVila=o [Ve Vi,j) + + [Vo 0; 
(8,11) 
eine entsprechende Umrechnung wie in (8,10) fiir Vj kann man für jede beliebige 
Größe machen. Wir führen die Abkürzungen ein: 


= — Vik (8,12) 
dann ist nach (7,2): 
(8,13) 
Die Invarianz der Gleichungen (8,1) bis (8,3) verlangt: 
ajo Xo + Ger [Ve Ve] + as [Vo Vi] = 0; (8,14) 
+ Aal [72 %o] == 
Ajo [74x Vis) + [Nok Vi) + ok [710 Vi) + Vo]= 0. (8,16) 
Mit Hilfe von (7,2), (8,1) folgt: 
Ajo 25 [Vg = ajo [Ve Vij) + Gao Wr = — [Ver]. (8,17) 
Die iibrigen Glieder in (8,14) sind null wegen (8,1); aber auch (8,17) gibt fiir 
l= 4 auf der rechten Seite null. Wenn 7] = 4, läßt sich der Ausdruck wegen 


t = 0, (8,13) und (8,3) umformen in: 618. 6(—v’). Bei der Integration 


(8,15) 


über dr, gibt das null, womit die Invarianz von (8,1) gezeigt ist. 


8,1) 
8,2) 
"a 
lene 
1ent 
OBe 
sa) 
| 1? 
Wir 
ans- 
8,6) 
8,7) 2 
8,8) a 
aK 
der 
eine 
n in 
ssen 
13) 2 
halb 
das 
aise: 
nen; 
(8,4) 
zeit- 


444 Annaien der Physik. 6. Folge. Band lv. 1952 


Vom ersten Ausdruck in (8,15) bleibt nur das Glied j = 4, das sich wegen 
(7,11) umschreiben läßt: 


Aja Xo [74x = Quo To — Manny + 


a2 


(8,18) 


h 


Der Pfeil zeigt an, daß die angegebenen Werte bei der Integration über dr; 
entstehen. Die 3. und die 5. Klammer in (8,15) sind null wegen (8,2); für das 
2. und 4. Glied ist o + 4, weil a,,= 0 wegen (8,8). Diese zwei Glieder geben: 


Gos + = Goa (— Vo, — + Vo, ı— Vio) 


Wegen (6(t—t’)),, = — (6(t—r’)), x gibt der Ausdruck null bei der Integration 


über dr;. Damit ist auch die Invarianz von (8,2) bewiesen’). Das erste Glied 
von (8,16) gibt: 


h h 


im 2. Glied von (8,16) ist o + 4, so daß der Klammerausdruck verschwindet. 
Die letzten 2 Glieder geben: 


he , Vi nl ‘Be 
= dar + dot Cox — (—¥') = ir). 
Also ist auch (8,16) richtig und die Invarianz von (8,3) bewiesen. (Für k= 4 
hebt sich das 2. Glied gegen das 3. weg; die übrigen sind Null.) 
Die Invarianz von (8,4) folgt aus der Invarianz von (8,1) bis (8,3); wir rechnen 
sie aber direkt nach: 
[Vila =0 = Vile, = 0 + % Xo Vi, + [ox Vi] 


(8,20) 
+ Cok + a Valls, =0- 


*) Für k = 4 bleiben von (8,15) nur das 2. und 3. Glied, die sich wegen (8,12) auf- 
heben. Etwas Entsprechendes gilt fiir 1 = 4. 
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Die geschweifte Klammer gibt: 
{ \ =Ajo Vil Ayo x, [%sx, Vin ] + Gos [ie k Vi) + Oak V4) Val 


V; Vi Ja Vi 


VV, Vo he Vs 
Aus (8,20) wird so mit Hilfe von (8,4): 


he Vi Vi Vi 117 


a? 


Andererseits ist in unserer Näherung: 


Vi Vie Vo Vi Vive Vo 


Das letzte Glied gibt null. Also gilt wirklich: 


für 4, = 0 und damit fiir alle %,. Es ist also auch (8,4) invariant bei Lorentz- 
Transformationen. 


§ 9. Schlußbemerkungen 


Die vorliegende Arbeit ist eine Weiterführung von Ansätzen und Gedanken 
der Arbeit I; eine genauere Untersuchung der Konsequenzen, insbesondere 
auch der allgemeinen Form der Theorie (s. Anhang), muß erst zeigen, ob die 
hier gegebene Theorie brauchbar ist. Sie erhebt die Vierergeschwindigkeit V,, 
zur bestimmenden Größe des Feldes und gründet sich auf die leitende Idee 
von I, daß jedem Raumpunkt zu jeder Zeit ein bestimmter Wert der Vierer- 
geschwindigkeit zugeschrieben werden kann; sie gründet sich außerdem auf die 
in I gegebene Impulsdefinition (1,7). In der Zwischenzeit ist eine Arbeit von 
Dirac®) erschienen, welche von anderen Grundgedanken ausgehend ebenfalls zu 
Riiehungen der Ihm (3,7), (3,8) kommt. In Diracs Gleichungen steht aber 


8) p. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 209, 291 (1951). Die Diracsche 
Arbeit ist mir erst Ende März 1952 bekannt geworden. Ich hatte meine an I anschließen- 
den Überlegungen und Rechnungen bisher nicht veröffentlicht, weil ich hoffte, etwas 
einigermaßen Abschließendes zur Frage sagen zu können. 
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das Viererpotential an Stelle der Vierergeschwindigkeit, so daB die physikalische 
Bedeutung der Gleichungen, besonders die von (3,8), nicht herauskommt. Er 
stellt eine (3,8) entsprechende Gleichung als Postulat fiir das Viererpotential 
auf: 


A, A, = —a’; (9,1) 


sein A, entspricht unserem ia V,. Bei uns ist (3,8) kein Postulat, ergibt sich 
vielmehr zwangsläufig aus der physikalischen Bedeutung von V,. Der Inhalt 
der Paragraphen 2, 4, 7,8, auch der Anhang unserer Arbeit geht über die Dirac- 
sche Arbeit hinaus, teilweise auch Ergebnisse der anderen Paragraphen. 

Für Elektronen gibt diese Theorie näherungsweise die Lorentzsche Bewe- 
gungsgleichung, wie auch Dirac bemerkt. Für Bewegung in einem äußeren 
Feld F,,, hat man bei hinreichend kleinem S,, gemäß (1,11), (2,4) und (2,11): 

8, dts = (UV, = 8, = S, dt; - 
denn die Ladung 0 dt, = e bleibt im Volumen dr, erhalten, wenn dessen Grenzen 
mit der Strömungsgeschwindigkeit » wandern (I, Gl. (7,2)). Da $, als kleine 
Störung angesehen wird, kann man rechts die ungestörte Ladungsverteilung 
des bewegten Teilchens für S, einsetzen. So wird wegen (1,1), (1,4) und (2,14): 


F,, 8, dr, = ; 


(9,2) 


(9,3) 
hier ist: 
(9,4) 
Links steht in (9,3) die Lorentzkraft auf das Teilchen, ohne das Eigenfeld. 
Doch ist der Schluß aus (9,2) nach meiner Ansicht als formal anzusehen, so lange 
nicht durch das Aufzeigen von Lösungen des zugehörigen quantentheoretischen 
Problems die Rolle des Eigenfeldes des Teilchens klargestellt ist. 
Die 4. Komponente von (9,2) gibt in dieser Näherung: 


F,, 8, dt, (9,5) 


Links steht die Leistung des ungestérten Feldes, multipliziert mit : ‚Inden 


reellen Größen ®, V, geschrieben (siehe (4,1)), lautet der Zusammenhang zwischen 
den Feldstärken und dem Viererstrom: 


E=a (grad +3); = —arot &. (9,6) 


Diese Gleichungen haben eine gewisse Ahnlichkeit mit den Grundgleichungen 
der phänomenologischen Theorie der Supraleitfähigkeit, wo für den Suprastrom 
j, gesetzt wird: 

(9,7) 
für 
= grad p(t); Ve = (9,8) 


werden (9,6), (9,7) formal einander gleich. Vielleicht ergibt sich von den Gedan ken- 
giingen dieser Arbeit aus auch Neues fiir die Theorie der Supraleitung. 
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Anhang 
(Zusatz bei der Korrektur) 


Macht man die speziellen Annahmen (2,11) und (3,5) nicht, geht man viel- 
mehr nur von den 2 Grundvoraussetzungen unserer Theorie aus, nämlich von 
unserer Impuls-Definition (1,7) und vom Erhaltungssatz (2,4), so hat man die 
Gl. (2,8) allgemein zu lösen. Mit der Abkürzung: 


iu= a (10,1) 
folgt aus (2,8): 
(vu V,),n) = 0. (10,2) 
Wegen (2,10) ist auch: 
V, =0; (10,3) 
deshalb kann (10,2) umgeschrieben werden in: 
+ iu Vix) = 0; (10,4) 
dazu kommen die Feldgleichungen: 
=C Vip (10,5) 
und die Bedingung, welche ausspricht, daß V,, die Vierergeschwindigkeit bedeutet: 
¥,=1. (10,6) 


Die Gln. (10,3) bis (10,6) enthalten die allgemeine Form unserer Theorie; macht 
man die naheliegenden, aber speziellen Annahmen (2,11) und (3,5), so ergeben sich 
die von Dirac 1951 veröffentlichten Gleichungen (Proc. Roy. Soc. London (A) 209, 
291 (1951), dabei wird « als konstant angenommen und die vierdimensionalen 
Rotationen von ®, und V,, werden einander gleichgesetzt. Inzwischen hat Dirac 
in einem zweiten Teil seiner Arbeit eine Verallgemeinerung gegeben (Proc. Roy. 
Soc. London (A) 212, 330 (1952)); seine neuen Gleichungen sind weniger allgemein 
als unsere Gin. (10,3) bis (10,6), denn auch in der neuen Arbeit von Dirac erscheint 
an Stelle von u eine Konstante. Unsere Gin. (10,3) bis (10,6) ergeben sich zwangs- 
laufig aus den obengenannten 2 Grundvoraussetzungen: Impulsdefinition und Er- 
haltungssatz. Es sind 10 G'eichungen fiir die 10 Größen ®,, V,, u, ©. 
Bemerkenswert ist, daß die GI.(10,3) Erhaltung der Ruhmasse bedeutet. 
Nach (1,8) und I (7,2) ändert sich die in dr, enthaltene Ruhmasse gemäß: 
ic dt 


wegen (10,3) bleibt also die Ruhmasse in dem wandernden dr, ebenso erhalten 


(U V,dz,) = (U V,) „du = 1(uS,) , = CV,; (10,7) 


wie die darin enthaltene Ladung; mit anderen Worten: ~ bleibt bei der Be- 


wegung erhalten. Da die beiden Erhaltungssätze aber auf zwei verschiedenen 
Gleichungen beruhen, — anders als beim Ansatz U = ia C, — so kann e/m, ver- 
schiedene Werte haben. Die Möglichkeit von verschiedenen Teilchen mit 
verschiedenem e/m, steckt also in unseren Gln. (10,3)—(10,6); der Spezialfall 
U = ial, also u = const, dagegen liefert nur Teilchen von gleichem e/m,- 
Die Gin. (10,3) bis (10,6) können aus einem Lagrangeprinzip abgeleitet werden. 
Setzt man nämlich: 
i(u,0o—uV,), (10,8) 
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mit der noch unbekannten Funktion o, und: 
1 U 
L =-Z Pan 5 V,—1), (10,9) 


und variiert man o, u, U, V, als unabhängige Größen im Lagrangeprinzip: 
J OL dt, = 0, (10,10) 
so entstehen die Gleichungen 
+ Vi) = 93 Fenn = 93 Fen. = UV; V,V, =1, (10,11) 


aus denen wieder (10,3) bis (10,6) gefolgert werden können. (Das Verschwinden 
von du, am Rande braucht nicht vorausgesetzt werden.) Dabei ist (10,8) einge- 
setzt zu denken, und es gilt — vgl. (1,9): F,,, = ®, „— ®,.„. Möglicherweise ist 
(10,8) noch nicht die allgemeinste Art der Auflösung von (10,4); die aus (10,8) 
folgenden Gleichungen (10,11) sind nämlich nur 7 Bedingungen für die 7 Unbe- 
kannten o, u, U, V,; denn (10,8) bedeutet Darstellung von ®, durch V,. Alle 
das Feld bestimmenden Größen können natürlich auch aus diesen 7 Funktionen 
vollständig gewonnen werden. 

In einer folgenden Arbeit sollen die Folgerungen aus den Gleichungen (10,3) 
bis (10,6) weiter untersucht werden. 


Mainz, Institut für theoretische Physik der Universität Mainz. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 26. April 1952). 
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